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本日の目標

➢ 超流動体が示す特異な性質を理解する。

➢ 超流動体のダイナミクスを記述するTDGPEを理解する。

❑ TDGPEの性質：流体力学的解釈

❑ 超流動体のもつ特殊な励起モード：トポロジカル励起

❑ 練習課題：1次元TDGPEによるダークソリトン励起



K. Sekizawa

超伝導・超流動現象とは
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1911年4月8日
ヘイケ・カマリン・オンネ
スによる超伝導の発見

1995年6月5日
E. CornellとC. Wiemanによる

ボース・アインシュタイン凝縮の生成
（Rb原子, T=170 nK）

→ 次いで，W. KetterleがNa原子で生成

→ 2001年ノーベル物理学賞！
(BECの生成に対して)

ボース粒子（あるいはフェルミ粒子のペア）が極低温で
最低エネルギーの量子状態に凝縮して起こる巨視的な量子現象

→ 1913年ノーベル物理学賞！
(液体Heの生成に対して)



超流動体・超伝導体が示す不思議な励起モード

→ 位相欠陥を伴う，トポロジカルな励起



K. Sekizawa

この“穴”で，
マグカップと牛を区別する

超流動体内部では，渦が量子化される！

循環:

*トポロジカルな欠陥がない限り

超流動体の速度場:超流動の秩序変数:

Pictures: https://en.wikipedia.org/wiki/Topology

渦度:

超流動体は渦なし流体

量子渦とは？
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https://en.wikipedia.org/wiki/Topology


K. Sekizawa

超流動体内部では，渦が量子化される！

循環:

*トポロジカルな欠陥がない限り

超流動体の速度場:超流動の秩序変数: 渦度:

超流動体は渦なし流体

量子渦とは？

超流動体

量子渦

超流動性が
失われている“穴”

欠陥がある場合:

回転する速度場が量子化される

循環の量子化

*同じ空間点の波動関数の位相
が同じであることの要請から
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磁束: マイスナー効果

:  キャリア（クーパー対）
の数密度，質量，電化

:  ロンドン方程式

位相欠陥がある場合：

磁束の量子化 (fluxtube, fluxoid, あるいは fluxon)

K. Sekizawa

量子渦とは？

超伝導体内部では，磁束が量子化される！

循環:

*トポロジカルな欠陥がない限り
超流動体

量子渦

超流動性が
失われている“穴”

欠陥がある場合:

回転する速度場が量子化される

循環の量子化

*同じ空間点の波動関数の位相
が同じであることの要請から
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私たちの日常では，渦は連続的



W. Ketterle, MIT Physics Annual. 2001

超流動体では，渦は量子化される！



量子渦の実験的観測

G.P. Bewley, D.P. Lathrop, and K.R. Sreenivasan, Nature 441, 588 (2006)

水素原子を量子渦の芯にトラップさせ，レーザー光を用い量子渦の位置を可視化

W. Guo氏の講演より (動画：https://youtu.be/P2ckefSAN20)

INT Program 19-1a “Quantum Turbulence: Cold Atoms, Heavy Ions, and Neutron Stars”

March 18 - April 19, 2019

https://youtu.be/P2ckefSAN20


超流動体のダイナミクスを記述する理論

時間依存Gross-Pitaevskii方程式：TDGPE

（あるいは時間依存非線形Schrödinger方程式：TDNSE）



K. Sekizawa

時間依存Gross-Pitaevskii方程式（TDGPE）

ボース粒子の質量

外場（トラップ）

➢ TDGPE：凝縮体の波動関数𝚿(𝒓, 𝑡)の従う方程式

相互作用の強さ

非線形項

✓ ほとんどSchrödinger方程式と同じだが，相互作用が波動関数自身に依存するため，
非線形性が生まれる

✓ 考えている系には大量のボース粒子が存在するが，皆最低エネルギー状態に凝縮
するので，その凝縮波動関数1本だけ扱えばいい

：粒子数 𝑁に規格化されている

✓ 凝縮体の波動関数 Ψ 𝒓, 𝑡 は複素数の場で，秩序変数の役割を持つ：

絶対値×位相
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K. Sekizawa

連続方程式と超流動体の速度場

➢ 超流動体の速度場は，秩序変数の位相の勾配に比例する

TDGPE：

凝縮体の密度の時間微分をとると：

：超流動体の流れ密度

※外場・相互作用項は実数なので相殺

✓ 時間依存Schrödinger方程式の場合と同様

を代入すると：

：連続方程式

✓ 超流動体の速度場は，
スカラー関数の勾配で与えられる
ポテンシャル流（＝渦無し）
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虚部：

実部： ※両辺を 𝑛で割った

K. Sekizawa

TDGPEの流体力学的解釈 (1/2)

➢ TDGPEの虚部は，超流動体の密度に対する連続方程式と等価

を代入し，微分演算子を作用させた後で 𝑒𝑖𝜑 𝒓,𝑡 を落とすと：

実部・虚部それぞれを比較すると…

虚部の式を整理すると：

✓ TDGPEの虚部から
連続方程式が導かれた！

TDGPE：
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K. Sekizawa

TDGPEの流体力学的解釈 (2/2)

➢ TDGPEの実部は，量子圧力項を含んだEuler方程式で，完全流体を記述する

実部の式の両辺に ∇を作用させ，𝒗𝑠 =
ℏ

𝑚
∇𝜑を用いて整理すると：

量子圧力項
（密度の空間変化があるところで効く）

を代入し，微分演算子を作用させた後で 𝑒𝑖𝜑 𝒓,𝑡 を落とすと：

虚部：

TDGPE：

実部： ※両辺を 𝑛で割った

実部・虚部それぞれを比較すると…

完全流体（粘性無し）に対する
ナビエ・ストークス方程式： 粘性ゼロ

＝オイラー方程式
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K. Sekizawa

基底状態の計算方法：虚時間法

➢ 十分長い虚時間発展を行うことで，基底状態の波動関数が得られる

cf. 実時間発展の場合：

“虚時間” 𝝉 = 𝒊𝚫𝒕を導入し，虚時間発展を考えると：

𝚽𝒏 をハミルトニアン ෡𝑯の固有関数とし，完全系を張るものとする：

✓ 𝑬𝒏 > 𝑬𝟎 (𝒏 > 𝟎)なので，
励起状態は指数関数的に減衰

従って，虚時間発展を進めていくと基底状態(𝒏 = 𝟎)のみが残るので：

✓ 虚時間法は様々な量子系に
適用できる計算手法

✓ 実時間発展とほとんど同じ計算コードで定常状態を計算することができる
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K. Sekizawa

1次元GPEを解いてみよう
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虚時間発展：

(無次元化された) 1次元TDGPE：

適当な初期波動関数

虚時間発展
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