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本日の目標

➢ 時間発展の陽解法と陰解法の違いを理解する。

➢ Crank-Nicolson法とTaylor展開法を理解する。

➢ 1次元時間依存Schrödinger方程式を数値的に解く。

❑ 陽解法，陰解法，Crank-Nicolson法，Taylor展開法

❑ 実時間発展法のメリット

❑ 練習課題：波束の1次元ポテンシャル散乱



量子力学における実時間発展法のメリット

✓ 非平衡や非摂動的な現象も記述できる

✓ 現象の直感的な理解が得られる

とても有用！



例１．吉村君(TA)が進めている研究

中性子星

内殻深部の核物質の周期構造：パスタ相

ニョッキ スパゲッティ ラザニア

（時間依存バンド理論計算に基づき）

系の外場に対する動的な応答から

核物質の結晶構造の性質を分析

→ 伝導中性子密度を微視的に計算

中性子の流れ密度



例２．市橋君(TA)が取り組む予定の研究

（時間依存HF+BCS計算に基づき）

原子核の反応ダイナミクスを

微視的にシミュレーションする

→核子の超流動・超伝導性が

反応に及ぼす影響の解明へ

RI Beam Factory (RIBF) @RIKEN



実は，これまで学んだ内容を用いれば，

研究で使われるような方法も実装できる！

→ Taylor展開法・Crank-Nicolson法

陽解法 陰解法



K. Sekizawa

復習：Schrödinger方程式の“行列表示”

1次元Schrödinger方程式

差分化

行列で表してみよう！

➢ 𝜓𝛼：空間点 𝒙𝟏, … , 𝒙𝑵の波動関数を縦に並べたベクトル行列×ベクトル＝ベクトル

𝐇：ハミルトニアン行列 ※空白の要素はすべてゼロ

※孤立境界条件［𝜓𝛼 𝑥0 = 0, 𝜓𝛼 𝑥𝑁+1 = 0］の場合。（→ 周期境界条件の場合はどうなるか？）

Tue., Jan. 24, 2023第12回：時間依存Schrödinger方程式を解いてみよう！



K. Sekizawa

実時間発展の方法 (1/4)：陽解法 (Explicit method)

Tue., Jan. 24, 2023第12回：時間依存Schrödinger方程式を解いてみよう！

時刻 𝒕 = 𝒕𝒏で時間について1次前進差分，空間について2次中心差分をとると（FTCS法）：

現在（𝑡 = 𝑡𝑛）知っている情報未来の（𝑡 = 𝑡𝑛+1）
まだ知らない情報

メリット：コーディングが容易，1ステップ当たりの計算コストが低い

デメリット：時間刻み𝚫𝒕を小さくする必要がある（cf. CFL条件：
𝒄𝚫𝒕

𝚫𝒙
< 𝟏）

✓ 現在の情報のみを使って時間発展を記述する方法を「陽解法」という

※前回学んだ行列表示で書いた場合

単なる行列と
ベクトルの積

解きたい方程式：

（1D TDSE）



K. Sekizawa Tue., Jan. 24, 2023第12回：時間依存Schrödinger方程式を解いてみよう！

メリット：時間刻み𝜟𝒕を大きめに設定しても安定に計算できる

デメリット：コーディング・計算が煩雑，1ステップ当たりの計算コストが高い

✓ 未来の情報も使って時間発展を記述する方法を「陰解法」という

時刻 𝒕 = 𝒕𝒏+𝟏で時間について1次後退差分，空間について2次中心差分をとると：

実時間発展の方法 (2/4)：陰解法 (Implicit method)

未来の（𝑡 = 𝑡𝑛+1）まだ知らない情報 現在（𝑡 = 𝑡𝑛）
知っている情報

※前回学んだ行列表示で書いた場合

各時間ステップで

線形(代数)方程式

を解く必要がある

解きたい方程式：

（1D TDSE）



K. Sekizawa Tue., Jan. 24, 2023第12回：時間依存Schrödinger方程式を解いてみよう！

✓ Crank-Nicolson法は，時間と空間について2次精度の陰解法

時刻 𝒕 = 𝒕𝒏 +
𝚫𝒕

𝟐
で ±

Δ𝑡

2
の刻み幅で2次中心差分，空間について2次中心差分をとると：

𝑡 = 𝑡𝑛+1の情報で書いた右辺 𝑡 = 𝑡𝑛の情報で書いた右辺

✓ 𝒕𝒏+𝟏/𝟐の情報は 𝒕𝒏+𝟏と 𝒕𝒏の平均として表現

実時間発展の方法 (3/4)：Crank-Nicolson法

未来の（𝑡 = 𝑡𝑛+1）
まだ知らない情報

現在（𝑡 = 𝑡𝑛）
知っている情報

各時間ステップで

線形(代数)方程式

を解く必要がある

解きたい方程式：

（1D TDSE）



・・・ 𝚫𝒕の𝒌𝐦𝐚𝐱次まで展開

K. Sekizawa Tue., Jan. 24, 2023第12回：時間依存Schrödinger方程式を解いてみよう！

✓ Taylor展開法は，時間発展演算子のTaylor展開に基づく，高次精度の陽解法

実時間発展の方法 (4/4)：Taylor展開法

時間発展演算子（ユニタリー演算子：𝑼†𝑼 = 𝑼𝑼† = 𝑰）

➢ 微小な時間ステップ𝚫𝒕に対し，指数関数をTaylor展開すると：

・・・ 𝚫𝒕の1次まで展開（cf. FTCS）

※ユニタリーであれば，ノルムの保存が保証される：

↑ ハミルトニアンの演算を繰り返せば計算できる：

例）

のように考え，
再度 を演算すればいい

※展開を有限次で打ち切るのでユニタリー性は破れる

※Crank-Nicolson法の別の解釈

←ユニタリー性を保っている

解きたい方程式：

（1D TDSE）



これらのスキームを試す簡単な例として

波束の1次元ポテンシャル散乱を解いてみよう



K. Sekizawa Tue., Jan. 24, 2023第12回：時間依存Schrödinger方程式を解いてみよう！

波束の1次元ポテンシャル散乱

運動量の期待値を計算すると…

← 運動量 ℏ𝑘𝑥で運動する

解きたい方程式：

（1D TDSE）

：入射エネルギー

✓ 初期波動関数（複素数）

C：規格化定数，x0：波束の中心，σ：波束の幅
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