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本日の目標

➢ Schrödinger方程式の行列表示を理解する。

➢ 実対称行列を対角化する，ヤコビ法を導出する。

➢ 実際に計算を回して行列を対角化できるようになる。

❑ Schrödinger方程式・固有値・固有ベクトル

❑ 1次元調和振動子への適用例

❑ ヤコビ法の原理

❑ 練習課題：ヤコビ法を用いた行列の対角化



量子力学における対角化について



K. Sekizawa

Schrödinger方程式の“行列表示”

Tue., Jan. 17, 2023第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！

1次元Schrödinger方程式

差分化

行列で表してみよう！

➢ 𝜓𝛼：空間点 𝒙𝟏, … , 𝒙𝑵の波動関数を縦に並べたベクトル行列×ベクトル＝ベクトル

𝐇：ハミルトニアン行列 ※空白の要素はすべてゼロ

※孤立境界条件［𝜓𝛼 𝑥0 = 0, 𝜓𝛼 𝑥𝑁+1 = 0］の場合。（→ 周期境界条件の場合はどうなるか？）



K. Sekizawa Tue., Jan. 17, 2023第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！

ハミルトニアン行列の対角化

✓ 𝐇が対角化できれば，固有エネルギーと固有関数が求まる！

※今の場合，𝐇が実対称行列なので，𝑃は実直交行列： （即ち， ）

（※一般には，𝐇はエルミート行列（ ）なので，ユニタリー行列（ ）で対角化する）

✓ このように求められた固有ベクトルは，規格直交性を満たす：

ハミルトニアン行列

を対角化すると：

←実対称行列

※𝐇を対角化する行列 𝑷は，𝐇の固有ベクトルを並べたもの：

✓ ハミルトニアン行列の次元
（＝空間点の数）だけ固有関数が求まる！



“実対称行列”を対角化できれば，

Schrödinger方程式を解ける！

→ ヤコビ法（反復法の一種）



K. Sekizawa

おさらい：行列計算のルール

第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！ Tue., Jan. 17, 2023

N×N行列の積

𝑨𝑩の1行1列成分 𝑨𝑩の1行2列成分 𝑨𝑩の1行N列成分

𝑨𝑩の2行1列成分 𝑨𝑩の2行2列成分 𝑨𝑩の1行N列成分

𝑨𝑩のN行1列成分 𝑨𝑩のN行2列成分 𝑨𝑩のN行N列成分

✓ 𝑵×𝑵行列の積𝑨𝑩のi行j列成分は， と書ける



K. Sekizawa Tue., Jan. 17, 2023第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！

✓ 𝑷が直交行列のとき，𝑨が対称行列であれば，𝑷−𝟏𝑨𝑷も対称行列になる

＝転置が自身の逆行列

✓ 直交行列：

i行

j行

i列 j列

➢ そこで，次のような直交行列 𝑷を考える：

※空白の要素はすべてゼロ

→ (𝑖, 𝑖), (𝑖, 𝑗), (𝑗, 𝑖), (𝑗, 𝑗)成分以外は単位行列と同じ

ヤコビ法 (1/4)：直交行列 𝑃の導入

※𝑃𝑃Tも同様



K. Sekizawa 第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！ Tue., Jan. 17, 2023

ヤコビ法 (2/4)：𝐴 × 𝑃の計算

i列 j列

※i列・j列だけ影響を受ける

※i列・j列以外は単位行列と同じ

i列 j列
➢ 𝑨′ = 𝑷−𝟏𝑨𝑷の内，まずは 𝑨𝑷を計算する：



K. Sekizawa 第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！ Tue., Jan. 17, 2023

➢ 次に，𝑷−𝟏 × 𝑨𝑷を計算する：

ヤコビ法 (3/4)：𝑃−1 × 𝐴𝑃の計算

※i行・j行だけ影響を受ける

i行

j行

i行

j行

※i行・j行以外は単位行列と同じ

i列 j列

← 𝑨𝒌𝒍と同じ

← 𝑩𝒌𝒍と同じ



K. Sekizawa 第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！ Tue., Jan. 17, 2023

➢ 次に，𝑷−𝟏 × 𝑨𝑷を計算する：

ヤコビ法 (3/4)：𝑃−1 × 𝐴𝑃の計算

← 𝑨𝒌𝒍と同じ

← 𝑩𝒌𝒍と同じ

※i行・j行だけ影響を受ける

i行

j行

(𝒊, 𝒋)成分（＝(𝒋, 𝒊)成分）をゼロにするように𝜽を選ぶ



K. Sekizawa 第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！ Tue., Jan. 17, 2023

ヤコビ法 (4/4)：計算の方針

✓ 非対角要素が消えるまで変換を繰り返すことで，対角化する行列 Pを求める

← 対角化したい（実対称）行列

← 1回変換した（実対称）行列

← 2回変換した（実対称）行列

n回変換した
（実対称）行列

←

i行

j行

i列 j列

✓ 𝒊, 𝒋 → 𝑨𝒏が持つ絶対値が最も大きい非対角要素の行と列に選ぶ

の計算

ij成分は，“回転の軸”の意味で
ピボット(pivot)と呼ばれる

𝐴𝑛の非対角要素が
十分小さくなったとき，

を，固有ベクトルが各列に
並んだ行列として採用する



上か下の三角行列の要素数だけ変換すればいいわけではない！

変換によって過去のステップでゼロにした要素も変化してしまう

しかし，直交変換が全行列要素の二乗和を変えないという性質から，

非対角要素の二乗和が必ず減少することを示すことができる

𝑨𝐓𝑨の対角和 (Trace) 行列𝑨の全要素の二乗和



K. Sekizawa 第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！ Tue., Jan. 17, 2023

✓ 直交変換によって対称行列の全要素の二乗和は変化しない：

✓ 𝒊𝒊, 𝒋𝒋, 𝒊𝒋, 𝒋𝒊を含まない要素の二乗和も不変：

✓ 𝒊, 𝒋を含まない要素はそもそも同じ：

行列の対角要素の二乗和は，直交変換によって 2 𝑎𝑖𝑗
2
だけ増加する！

＝全要素の二乗和は不変なので，非対角要素の二乗和は必ず減少

ヤコビ法：対角化できる理由



一次元調和振動子の計算例



K. Sekizawa

Schrödinger方程式の“行列表示”

Tue., Jan. 17, 2023第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！

1次元Schrödinger方程式

差分化

行列で表してみよう！

行列×ベクトル＝ベクトル ➢ 𝜓𝛼：空間点 𝒙𝟏, … , 𝒙𝑵の波動関数を縦に並べたベクトル

𝐇：ハミルトニアン行列 ※空白の要素はすべてゼロ

※孤立境界条件［𝜓𝛼 𝑥0 = 0, 𝜓𝛼 𝑥𝑁+1 = 0］の場合。（→ 周期境界条件の場合はどうなるか？）



K. Sekizawa 第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！ Tue., Jan. 17, 2023

計算例：1次元調和振動子

➢ ハミルトニアン行列の行列要素の絶対値の変化の様子



K. Sekizawa 第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！ Tue., Jan. 17, 2023

計算例：1次元調和振動子

➢ ハミルトニアン行列の行列要素の二乗和の変化の様子

対角要素の二乗和は増加 非対角要素の二乗和は減少

全要素の二乗和は一定



K. Sekizawa 第10回：行列の対角化で固有関数を求めよう！ Tue., Jan. 17, 2023

計算例：1次元調和振動子

➢ 得られた直交行列 𝑷の各列（固有ベクトル）
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