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本日の目標

❑ ポアソン方程式の数値解法：
→ ヤコビ法，ガウス・ザイデル法，SOR法

❑ 障害物の境界条件の設定

❑ 計算領域の境界条件の設定

➢ 渦度方程式・ポアソン方程式の導出を復習する。

➢ ポアソン方程式の数値解法を理解する。

➢ 渦度方程式に対する境界条件を理解する。

➢ カルマン渦列の生成を確認する。



2次元渦度方程式を解いてみよう！

Von Karman vortex street (laminar, temperature), Re = 250: https://youtu.be/IDeGDFZSYo8

https://youtu.be/IDeGDFZSYo8


カルマン渦列（Kármán vortex street）

K. Sekizawa

➢ 流れの中にある物体の後方に，“渦の列”が形成される

タコマナローズ橋の落橋の様子
（1940年11月7日，https://youtu.be/j-zczJXSxnw）

※同年7月1日に開通

カルマン渦のgif：https://en.wikipedia.org/wiki/Kármán_vortex_street

カーボベルデ共和国の島々から発生した雲の渦列
（2005年1月5日，Photo: visibleearth.nasa.gov）

アフリカ

ヨーロッパ
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Navier-Stokes方程式の無次元化

K. Sekizawa

Navier-Stokes方程式

無次元化：

L：典型的な長さのスケール

V：典型的な速さのスケール

無次元化された
Navier-Stokes方程式

✓ レイノルズ数が小さい⇔粘性力が支配的 → 滑らかな流れ（層流）

✓ レイノルズ数が大きい⇔慣性力が支配的 → 無秩序な流れ（乱流）

：レイノルズ数 ⇔慣性力と粘性力の比に対応

➢ レイノルズ数は，流体の性質を特徴付ける，重要な無次元量
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渦度方程式

(b)をxで偏微分： ・・・(b’)

(a)をyで偏微分： ・・・(a’)

渦度方程式の導出

K. Sekizawa

無次元化されたNS方程式： ※以降，無次元量を表すチルダは省略

2次元の速度場 を考え，x, y成分について書き下すと：

・・・(a)

・・・(b)

x成分

y成分

(b’)－(a’)：

非圧縮性流体
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渦度方程式の導出

K. Sekizawa

渦度方程式
渦度：速度場の回転

流れ関数Φを導入する：

➢ 流れ関数を導入することにより，渦度から速度場を決定する

✓ このように定義した速度場は，連続方程式を恒等的に満たす：

渦度の定義より：

渦度方程式
（渦度の時間発展を記述する）

ポアソン方程式
（流れ関数Φを決定する）

解くべき方程式
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ポアソン方程式の解き方：ヤコビ法

K. Sekizawa

➢ 基本的には，2次元になっても，やることは同じ

double precision :: Phi(Nx,Ny),Phi_new(Nx,Ny),omega(Nx,Ny)
:
do iter=1,iter_max !収束するまで繰り返す

do j=1,Ny
do i=1,Nx

Phi_new(i,j) = Phi(i+1,j)+Phi(i-1,j)+Phi(i,j+1)+Phi(i,j-1)+dx**2*omega(i,j)
end do
end do
Phi=Phi_new/4d0

end do

✓ 与えられたω(x,y,t)に対し，繰り返し更新することでΦ(x,y,t)を求める

ポアソン方程式

※各時刻において解くので t は省略

(2次)中心差分で2階微分を差分化すると：

Φij = … の形にすると（Δx=Δyを仮定）
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ポアソン方程式の解き方：ヤコビ法，ガウス・ザイデル法，SOR法

K. Sekizawa

ヤコビ法

差分化して得られた式に従い，ただ単に繰り返し更新する方法do j=1,Ny
do i=1,Nx

end do
end do

ガウス・ザイデル（Gauss-Seidel）法

ヤコビ法で既に更新した点については新しいものを用いることで，収束を早めた方法do j=1,Ny
do i=1,Nx

end do
end do

end do
end do

SOR（Successive Over-Relaxation）法（あるいは逐次加速緩和法）

ガウス・ザイデル法の更新度合いを強めることで，収束を早めた方法do j=1,Ny
do i=1,Nx

↑ガウス・ザイデル法と同じ

0 < 𝐶SOR < 2：加速パラメータ（あるいは緩和係数）※経験的に決める

➢ 少しの修正で，収束を早めることができる
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・・・渦度方程式

解きたい方程式：

渦度方程式の差分表示
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(2次)中心差分(1次)前進差分 (2次)中心差分

𝜔𝑖𝑗
(𝑛+1)

＝… の形にすると（Δx=Δyを仮定）

左辺：未来の情報 (t = tn+Δt) 右辺：現在の情報 (t = tn)

➢ 基本的には，やることは1次元拡散方程式などと同じ



解くためには，計算領域の端の扱いを考慮する必要がある

差分化された方程式は，隣り合う点の情報を使う

（＝境界条件）



境界条件の設定：計算領域の境界
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計算領域

一定の速度V0で
定常的に流れが流入

そのまま右に
抜けていく

計算領域の上側も速度V0の定常的な流れ

計算領域の下側も速度V0の定常的な流れ
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境界条件の設定：右端（流出口，x = Lx）

計算領域が十分長いものとし流出口ではx方向のみの一定の流れがあると考える

②

x = Lxで1次後退差分

渦度の定義：

① ②

x = Lxで1次後退差分

計算領域の右端で
Φ(Lx, y)とω(Lx, y)が
満たす境界条件
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x軸方向に速度V0の流れ： ① ②

①

②

i = 0で1次前進差分

渦度の定義：

計算領域の左端で
Φ(0, y)とω(0, y)が
満たす境界条件

境界条件の設定：左端（流入口，x = 0）

任意の定数を-Ly/2とし
y方向の中心でΦ = 0とした



境界条件の設定：上端（y = Ly）
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x軸方向に速度V0の流れ： ① ②

x = 0, y = Lyと同じ値

①

j = Nyで1次後退差分

②

xについて1次前進差分

をTaylor展開で表すと：

計算領域の上端で
Φ(x, Ly)とω(x, Ly)が
満たす境界条件



境界条件の設定：下端（y = 0）
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x軸方向に速度V0の流れ： ① ②

計算領域の下端で
Φ(x, 0)とω(x, 0)が
満たす境界条件

②

xについて1次前進差分

x = 0, y = 0と同じ値

①

j = 0で1次前進差分

をTaylor展開で表すと：



とりあえず，計算領域の境界条件は設定できた



渦度方程式を解いてみる：障害物のない場合

計算条件：Nx = 300, Ny = 100, Δx = 0.1, Δt = 0.025, V0 = 1, Re = 100

ポアソン方程式の解法：SOR法，収束条件 |Φnew-Φ|の最大値 < 10-4

渦度は0でx軸方向の一様な流れが得られた

渦度

流れ関数



カルマン渦列を生成するために，障害物を置く



境界条件の設定：障害物の境界
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計算領域

一定の速度V0で
定常的に流れが流入

そのまま右に
抜けていく

計算領域の上側も速度V0の定常的な流れ

計算領域の下側も速度V0の定常的な流れ



境界条件の設定：障害物の境界
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障害物の表面では流体が粘着する→ 障害物の表面・内側でΦ = 0 とする

上端：

粘着 滑りなし

渦度の満たすべき条件の導出

下端：

左端：

右端：

ileft iright

jbottom

jtop



渦度方程式を解いてみる：障害物のある場合

計算条件：Nx = 300, Ny = 100, Δx = 0.1, Δt = 0.025, V0 = 1, Re = 100

障害物：5 ≦ x ≦ 10, 5 ≦ y ≦ 10

ポアソン方程式の解法：SOR法，収束条件 |Φnew-Φ|の最大値 < 10-4

カルマン渦列が生成された！

渦度

流れ関数



レポート課題①

円周率πを計算するFortranプログラムを書いて，コードと結果を提出してください。

いくつの方法を試しても構いません。

（検索すると，πを表すいろいろな計算式が出てきます。）

参考にした式と対応するコードが分かるようにして提出してください。

提出ファイル：コード（.f90）と任意の説明文書（テキスト，Word，pdf等）
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