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本日の目標

➢ 数値計算が安定・不安定になる理由を理解する。

➢ 渦度方程式を導出し，解くべき方程式を導く。

➢ ポアソン方程式に対するヤコビ法を理解する。

❑ フォン・ノイマンの安定性解析，CFL条件

❑ カルマン渦

❑ ポアソン方程式の数値解法：ヤコビ法

❑ 渦度方程式の導出



前回の講義より

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！ Tue., Dec. 20, 2022

Δt=2, Δx=1, c=1の場合 Δt=0.5, Δx=1, c=1の場合

前進差分

後退差分

中心差分

前進差分

後退差分

中心差分

すべての場合で発散

なので，正しく解けない

・・・一次元移流方程式

➢ 差分の方法やパラメータの値によって計算が不安定になった→ なぜ？

後退差分だけは発散しない
でも広がっていってしまう

ではあるのだが…



時間に対して(1次)前進差分，空間に対して(1次)風上差分を適用した移流方程式：

移流方程式左辺＝

移流方程式右辺＝

一次元移流方程式の数値粘性（再考）

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

➢ なぜ波形が広がってしまった？

Taylor展開

・・・一次元移流方程式

Tue., Dec. 20, 2022

：数値粘性係数
差分化したことで
拡散項が生じた

Taylor展開



ということは， のとき，拡散しなくなる？

差分化した式に
対応する方程式

ν = 0.5

ν = 1.0

ν = 1.1

ν < 1の場合
数値粘性により拡散

ν > 1の場合は発散

ν = 1の場合，波形を変えず速度ctで伝搬

1次元移流方程式
時間微分：1次前進差分
空間微分：1次風上差分
c = 1, Δx = 1, Δt = 0.5, 1, 1.1



なにが計算の安定性を決めているのか？



CFL (Courant-Friedrichs-Lewy)条件（またはクーラン条件）

計算上の
情報が伝番する速さ

物理的な
情報が伝番する速さ

（流れの速さ）（Δt進むと，Δx離れた点が変化）

フォン・ノイマンの安定性解析とCFL条件

K. Sekizawa 第6回：数値計算の安定性 Fri., Dec. 23, 2022

①離散化された方程式の解をフーリエ級数で表す：

は一般に複素数

②任意の波数kの成分に対し，振幅が増大しないことが，安定性の条件となる：

※以降，任意の波数kは省略する

フォン・ノイマン (von Neumann) の安定性解析

➢ 数値計算の安定性は，ある程度予測できる

※これを満たさないと，
現象の変化を正しく追えない

：CFL条件

クーラン数



フォン・ノイマンの安定性解析：1次元移流方程式

K. Sekizawa 第6回：数値計算の安定性 Fri., Dec. 23, 2022

νの値に依らず振幅が単調に増大

→ 発散の原因

1次元移流方程式：

➢ 1次元移流方程式にFTCS法を適用した場合，必ず不安定になる

→ FTCS法（時間について1次前進差分，空間について2次中心差分）で離散化すると：

→ 任意の波数kの成分を見るため， と置き換える：

：クーラン数



フォン・ノイマンの安定性解析：1次元移流方程式

K. Sekizawa 第6回：数値計算の安定性 Fri., Dec. 23, 2022

➢ 1次元移流方程式に1次風上差分を適用した場合，𝝂 ≤ 𝟏なら安定になる

1次元移流方程式：

→ 時間について1次前進差分，空間について1次風上差分を適用して離散化すると：

→ 任意の波数kの成分を見るため， と置き換える：

✓ CFL条件を
満たしていれば安定

：クーラン数



2次元渦度方程式を解いてみよう！

Von Karman vortex street (laminar, temperature), Re = 250: https://youtu.be/IDeGDFZSYo8

https://youtu.be/IDeGDFZSYo8


カルマン渦列（Kármán vortex street）

K. Sekizawa 第6回：数値計算の安定性 Fri., Dec. 23, 2022

➢ 流れの中にある物体の後方に，“渦の列”が形成される

タコマナローズ橋の落橋の様子
（1940年11月7日，https://youtu.be/j-zczJXSxnw）

※同年7月1日に開通

カルマン渦のgif：https://en.wikipedia.org/wiki/Kármán_vortex_street

カーボベルデ共和国の島々から発生した雲の渦列
（2005年1月5日，Photo: visibleearth.nasa.gov）

アフリカ

ヨーロッパ

https://youtu.be/j-zczJXSxnw
https://en.wikipedia.org/wiki/K%C3%A1rm%C3%A1n_vortex_street
https://visibleearth.nasa.gov/


Navier-Stokes方程式の無次元化

K. Sekizawa 第6回：数値計算の安定性 Fri., Dec. 23, 2022

Navier-Stokes方程式

無次元化：

L：典型的な長さのスケール

V：典型的な速さのスケール

無次元化された
Navier-Stokes方程式

✓ レイノルズ数が小さい⇔粘性力が支配的→ 滑らかな流れ（層流）

✓ レイノルズ数が大きい⇔慣性力が支配的→ 無秩序な流れ（乱流）

：レイノルズ数 ⇔慣性力と粘性力の比に対応

➢ レイノルズ数は，流体の性質を特徴付ける，重要な無次元量



渦度方程式

(b)をxで偏微分： ・・・(b’)

(a)をyで偏微分： ・・・(a’)

渦度方程式の導出

K. Sekizawa 第6回：数値計算の安定性 Fri., Dec. 23, 2022

無次元化されたNS方程式： ※以降，無次元量を表すチルダは省略

2次元の速度場 を考え，x, y成分について書き下すと：

・・・(a)

・・・(b)

x成分

y成分

(b’)－(a’)：

非圧縮性流体



渦度方程式の導出

K. Sekizawa 第6回：数値計算の安定性 Fri., Dec. 23, 2022

渦度方程式
渦度：速度場の回転

流れ関数Φを導入する：

✓ このように定義した速度場は，連続方程式を満たす：

➢ 流れ関数を導入することにより，渦度から速度場を決定する

渦度の定義より：

渦度方程式
（渦度の時間発展を記述する）

ポアソン方程式
（流れ関数Φを決定する）

解くべき方程式



ポアソン方程式の解き方：ヤコビ法

K. Sekizawa 第6回：数値計算の安定性 Fri., Dec. 23, 2022

➢ 基本的には，2次元になっても，やることは同じ

ポアソン方程式

※各時刻において解くので t は省略

(2次)中心差分で2階微分を差分化すると：

double precision :: Phi(Nx,Ny),Phi_new(Nx,Ny),omega(Nx,Ny)
:
do iter=1,iter_max !収束するまで繰り返す

do j=1,Ny
do i=1,Nx

Phi_new(i,j) = Phi(i+1,j)+Phi(i-1,j)+Phi(i,j+1)+Phi(i,j-1)-omega(i,j)*dx**2
end do
end do
Phi=Phi_new

end do

Φij = … の形にすると（Δx=Δyを仮定）

✓ 与えられたω(x,y,t)に対し，繰り返し更新することでΦ(x,y,t)を求める
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