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本日の目標

➢ 微分方程式を数値的にどのように解くのか理解する。

❑ 数値流体力学（CFD）とは

❑ 差分法の導入

❑ 拡散方程式・移流方程式

❑ 実際に拡散方程式を解いてみる



Navier-Stokes (NS) 方程式
流体の運動を記述する，2階非線形偏微分方程式

※これは非圧縮性流れ（密度 ρ = 一定）の場合

数値流体力学への招待（Computational Fluid Dynamics: CFD）

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！ Tue., Dec. 20, 2022

非定常項
⇔時間変化

移流項
⇔流れ・対流

圧力項
⇔圧縮・膨張

粘性項
⇔拡散

外力項
⇔重力等

・・・動粘性率（μ：粘性率※一般にはμが一定とは限らない）

・・・速度場

・・・圧力場

・・・外力場

未知変数：4つ

方程式：3本

：非圧縮性流れに対する質量保存則 4本目の方程式

➢ NS方程式が解ければ，原理的にには，流体の挙動が完全にわかる！

しかし，未だに一般解は見つけられていない（ミレニアム懸賞問題） 懸賞金
100万ドル

解析的に解けないのなら，数値的に解こう！



3. 微分方程式を解いてみよう！



身の回りの物理量

時間・空間について連続

拡散方程式（Diffusion Equation）

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

➢ まずは一番簡単な例として，一次元拡散方程式を考える：

これを数値的に解くにはどうしたらいいか？

数値計算で扱える量

有限個の要素で離散的

NS方程式
→ 移流なし，圧力なし，外力なし
⇒拡散方程式

✓ 様々な解き方（スキーム）が存在する
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差分法のアイディア

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

➢ 差分で微分を近似することで，解くべき方程式が得られる

左辺： 右辺：

fi
(n+1) = ・・・の形になるように整理すると…

現在（ ）
知っている情報

未来の（ ）
まだ知らない情報

✓ 初期時刻（t = 0）さえ与えられれば，逐次的に時間を進められる！
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補足：差分法の微分公式の導出（1, 2次精度1階微分の場合）

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

➢ Taylor展開を用いることで，微分の差分公式が得られる

(1)－(2)

偶数次は引けば消える

を x の周りでΔxの2次までTaylor展開すると…

・・・ (1)

・・・ (2)

(2)より：

(1)より：

1次後退差分

1次前進差分

2次中心差分
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補足：差分法の微分公式の導出（2次精度2階微分の場合）

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

・・・ (1)

・・・ (2)

を x の周りでΔxの3次までTaylor展開すると…

➢ Taylor展開を用いることで，微分の差分公式が得られる

(1) + (2)奇数次は足せば消える
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・・・ (1)

・・・ (2)

補足：差分法の微分公式の導出（4次精度2階微分の場合）

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

・・・ (3)

・・・ (4)

(3) + (4) ・・・ (b)

16×(a)－(b)

4次の項を消す！

➢ 同様にして，「高次差分」の公式も導出できる

と を x の周りでΔxの5次までTaylor展開すると…

(1) + (2) ・・・ (a)

奇数次は足せば消える

これを繰り返せば，
6次，8次，…と求められる
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差分法のアイディア

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

➢ 差分法で微分を近似することで，解くべき方程式が得られる

左辺： 右辺：

時間について(1次)前進差分，空間について(2次)中心差分なので，

FTCS (Forward Time Centered Space) スキームと呼ばれる

現在（ ）
知っている情報

未来の（ ）
まだ知らない情報

✓ 初期時刻（t = 0）さえ与えられれば，逐次的に時間を進められる！
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とりあえず初期値を入れて，以下の式で更新していくと…



時刻tの波形

－ct 前にいた波が
形を変えずやってくる

x1+ct のところには
x1にいた波がいる

移流方程式（Advection Equation）

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

➢ 次に，流体の流れを記述する，一次元移流方程式を考える：

NS方程式
→ 拡散なし，圧力なし，外力なし
⇒移流方程式
※左の式は速度cで一定の流れを仮定

厳密解： 左辺＝ ＝右辺

c>0のとき，x軸正の向きに進む流れが表される

t=0の波形
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差分の種類の例：前進差分，後退差分，中心差分

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

➢ 流体の流れを記述する，一次元移流方程式：

NS方程式
→ 拡散なし，圧力なし，外力なし
⇒移流方程式
※左の式は速度cで一定の流れを仮定

・・・前進差分（1次）

・・・中心差分（2次）

微分の近似の仕方はいろいろある：例えば

➢ 何を使うかによって，計算結果・精度が変わるので，注意が必要！

・・・後退差分（1次）
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移流方程式：前進差分，後退差分，中心差分の比較

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

Δt=2, Δx=1, c=1の場合 Δt=0.5, Δx=1, c=1の場合

・・・一次元移流方程式

前進差分

後退差分

中心差分

前進差分

後退差分

中心差分

すべての場合で発散

なので，正しく解けない

➢ 流れの上流の情報を用いた方が，数値的に安定になりやすい

後退差分だけは発散しない
でも広がっていってしまう

ではあるのだが…
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移流方程式右辺＝

風上差分と数値粘性

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

c > 0なので，流れはx軸正の向き

→ 後退差分は流れの上流の情報を使っている（上流差分あるいは風上差分と呼ばれる）

➢ なぜ後退差分が好まれる？

➢ なぜ波形が広がってしまった？

Taylor展開

元の方程式にはなかった
粘性項が含まれている

→ 数値粘性
粘性項
⇔拡散 ※

・・・一次元移流方程式
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練習課題：拡散方程式を数値的に解いてみよう！

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

Nx = 10

dx = 1d0            f(x,t=0) 

dt = 0.25d0

kappa = 1d0

それ以外

❑ 計算のセットアップ（例）

❑ 初期条件をセットしたら，do文で更新を繰り返す

❑ 単点の扱いにだけ注意（周期的境界条件）

f(0) = f(Nx),  f(Nx+1) = f(1)

2階微分が負（上に凸）→ 𝜕𝑓/𝜕𝑡 < 0（減少）

2階微分が正（下に凸）→ 𝜕𝑓/𝜕𝑡 > 0（増加）

→ 平坦になるように時間変化

Tue., Dec. 20, 2022



補足：gnuplotを用いたgifアニメの作り方

K. Sekizawa 第5回：微分方程式を解いてみよう！

set terminal gif animate delay 10 # 数字が大きいほどコマ送りが遅くなる

Nmax=30 # 時間ステップの数

set output "test.gif" # アウトプットのファイル名

set xrange [0:10] # x軸の範囲の設定
set yrange [0:10] # y軸の範囲の設定

do for [n=0:Nmax] {
set title sprintf("it = %d",n) # グラフ上部にtime stepを表示
filename = sprintf("output_%04d.txt",n) # ファイル名(output_XXXX.dat)を作成
print filename # 確認のためファイル名を書いているだけ
p filename u 1:2 w lp
unset title # タイトルのリセット

}

unset output # "test.gif"への書き込みを終了

１．計算を実行し， 𝒇𝒊
(𝒏)
が書かれた連番のファイル（例：output_0000.dat, output_0001.dat, ...）を作る．

２．次のスクリプトをgnuplotに読ませる：

> gnuplot
gnuplot> load "make_gifanime.plt"

➢ make_gifanime.pltの中身：

【連番のファイルの作り方】
character(4) :: char4 ! 4文字の文字変数
write(char4,"(i0.4)") it ! time stepの書き込み
open(10,file="output_"//char4//".txt") 
:
close(10)
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