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本稿は 2021年度原子核三者若手夏の学校の原子核パートで行った講義 [1]についての講義録です。
講義では、時間依存密度汎関数法を軸に、低エネルギー重イオン反応（多核子移行反応、準核分裂
過程、超重元素合成）から中性子星の物理（状態方程式、量子渦とパルサーグリッチ現象）までを
扱い、原子核物理学の多様さを伝えるよう努めました。本稿では講義の内容について概説します。

1 はじめに：原子核物理学の魅力は？
物理学の各分野は、学生の目にはどのように映っているのでしょうか？素粒子物理学は物質を構成

する最小単位を扱い、万物を記述する究極の理論を探求するというロマンが好奇心をくすぐるでしょ
う。美しく、身近でありながらとても遠い存在でもある、深遠な宇宙の謎を究明する宇宙物理学は、
多くの学生の心を魅了します。異なる物質が示す千差万別の物性現象を解き明かす物性物理学は、新
奇な物性の探究とその応用への期待も含め、学生の興味を引き付けてやみません。では、原子核物理
学はどうでしょうか？原子核は素粒子でもなく、見方によっては原子の中心にある単なる点電荷であ
り、その物理を探求すると言われても、マニアックな分野と思うかもしれません。
しかし、そんな上辺だけの印象とは対照的に、原子核物理学者の目には、壮大な原子核物理学の世

界が映っています。例えば、原子核は複雑な状態依存性を示す核力で相互作用するフェルミ粒子の有
限量子多体系であり、殻構造、クラスター構造、スキン・ハロー構造、変形、対相関など、中性子と陽
子が織り成す多彩な核構造は、量子多体問題としての魅力にあふれています。さらに核力は核子を構
成するクォーク間に働く強い力に起因し、ハドロン物理学、ひいては素粒子物理学にも密接に関わり
ます。また、ニュートリノを放出しない二重ベータ崩壊や電気双極子能率など、標準模型を越えた物
理の探究もまた原子核物理学の一大テーマです。一方で、宇宙空間に輝く恒星のエネルギー源は量子
力学的なトンネル効果による核融合反応であり、その性質と進化を辿る上で原子核物理学は切っても
切り離せません。核融合反応だけでなく、恒星内部や超新星爆発・中性子星合体時には様々な元素合
成過程が起こっており、原子核の構造・反応を解き明かすことは、私たちの身の回りにある元素の起
源の全貌を明らかにする鍵となります。重い星の一生の最後に起こる超新星爆発の残骸である中性子
星は、宇宙に存在する最も高密度な天体であり、その内部は多様な核物性の宝庫です。中性子星内殻
（Inner crust）の非一様構造（“パスタ”相）の扱いは固体物理学とも密接に関わります。中性子星は回
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転しているため、内部で超流動（超伝導）状態にある中性子（陽子）は量子渦（フラックスチューブ）
を形成し、そのダイナミクスが中性子星の回転速度に影響を及ぼす可能性が議論されています。また、
中性子星内殻には原子核から染み出た希薄な中性子気体が存在し、その s波散乱長（∼−18.5 fm）が
核力の到達距離（∼ 1.4 fm）に比べてずっと大きいため、相互作用の詳細に依らない不変性をもつユ
ニタリー極限と近似的に対応します。さらには、原子力や核融合によるエネルギー・環境問題への応
用や、がん治療を扱う医学物理学等への応用も重要なテーマです。これだけ羅列しましたが、これら
は原子核物理学という巨大な氷山のほんの一角に過ぎません。私見ですが、このような学際的性質が、
原子核物理学の魅力の一つであると考えます。
私は夏の学校での講義を担当するにあたり、私がこれまでの研究で扱った内容に基づきながらも学

生に壮大に広がる原子核物理学の世界の一端を感じてもらえるよう、ストーリーを紡ぎ出しました。
講義 1では、核子多体系の構造とダイナミクスを探求するための道具として、（時間依存）密度汎関
数法［（Time-Dependent）Density Functional Theory：（TD）DFT］を導入しました。講義 2では、
時間依存密度汎関数法の応用例として、多核子移行反応、準核分裂過程、超重元素合成など、低エネ
ルギー重イオン反応の最近の話題を紹介しました。講義 3では、星の進化の過程を辿りながら、核融
合反応、超新星爆発、中性子星へと話を展開し、状態方程式と中性子星の質量・半径の関係、そして
中性子星内殻の量子渦のダイナミクスとパルサーグリッチ現象について解説しました。本稿では、い
くつかの話題に絞って概説しながら、私が講義で伝えたかったことを述べます。

2 理論的枠組み：密度汎関数法と平均場理論
2.1 密度汎関数法の基本原理：Hohenberg-Kohnの定理
講義 1では、核子多体系の構造とダイナミクスを記述する理論的枠組みとして、（時間依存）密度

汎関数法の基本的なアイディアを紹介しました。私たちが解きたいのは、非相対論的な場合、多体の
（A核子系の）Schrödinger方程式

ĤΨ(r1σ1q1, . . . , rAσAqA) = EΨ(r1σ1q1, . . . , rAσAqA) (1)

およびその実時間発展です3。多体の波動関数Ψの自由度の数は核子数が増えると途端に膨大な数に
なってしまうため、現実的な計算時間・メモリ量で多体の Schrödinger方程式 (1)を直接解くことは不
可能です。しかしながら、密度汎関数法は多体の Schrödinger方程式の厳密解に等しい基底状態のエ
ネルギーと一体密度を与え得る理論として知られています。なぜそんなことが言えるのでしょうか？
ここでは、密度汎関数法の背後にある最も重要な定理であるHohenberg-Kohnの定理（HK定

理）[2]について簡単に紹介します。この定理の証明では、2つの異なる一体の外場 V̂ext =
∑

i vext(r̂i)，
V̂ ′
ext =

∑
i v

′
ext(r̂i)をそれぞれもつハミルトニアン Ĥ，Ĥ ′に対する Schrödinger方程式を考えます（運

動エネルギー項 T̂ と二体の相互作用項 V̂ は共通です）：
ĤΨ = EΨ, Ĥ = T̂ + V̂ + V̂ext (2)

Ĥ ′Ψ′ = E′Ψ′, Ĥ ′ = T̂ + V̂ + V̂ ′
ext (3)

ここでは簡単のため基底状態には縮退がないものとし、異なる外場に付随するそれぞれの波動関数Ψ

とΨ′が同じ一体の密度 n(r)を与えると仮定しましょう。n(r)は多体の波動関数を用いて
3以降の議論では簡単のため、スピン σ = (↑, ↓)とアイソスピン q = (n, p)の自由度は省きます。



n(r) = A

∫
dr2 · · ·

∫
drA

∣∣Ψ(r, r2, . . . , rA)
∣∣2 (4)

と表されます。すると、変分原理により直ちに

E <
〈
Ψ′∣∣Ĥ∣∣Ψ′〉 = E′ +

∫ [
vext(r) − v′ext(r)

]
n(r) dr (5)

E′ <
〈
Ψ
∣∣Ĥ ′∣∣Ψ〉

= E −
∫ [

vext(r) − v′ext(r)
]
n(r) dr (6)

という 2つの不等式が得られます。(5)式と (6)式の辺々を加え合わせると「E + E′ < E + E′」とい
う矛盾に気が付きます。このことは、異なる外場が同じ一体密度を与えるという仮定が成り立たない
ことを意味しており、背理法によって外場と一体密度 n(r)の間に一対一の対応がある（外場が異なれ
ば密度も異なる）ことが示されます。
さて、HK定理により外場と一体密度が一対一に対応しますが、一方で、外場が与えられるとハミ

ルトニアンが決まり、多体の Schrödinger方程式 (1)の解として多体の波動関数が定まります。この
ことは、多体の波動関数を一体密度の汎関数と見なすことができるということを意味しています。こ
のことを信じると、任意の演算子 Ô の期待値として与えられるいかなる物理量も一体密度の汎関数
として表せることになります：

O =
〈
Ψ[n(r)]

∣∣Ô∣∣Ψ[n(r)]
〉

≡ O[n(r)] (7)

そして、次のような変分が基底状態のエネルギーと密度を与えます：

Eg.s. = min
Ψ

〈
Ψ
∣∣Ĥ∣∣Ψ〉

= min
n(r)

[
min

Ψ→n(r)

〈
Ψ[n(r)]

∣∣Ĥ∣∣Ψ[n(r)]
〉]

≡ min
n(r)

E[n(r)] (8)

1つ目の等号はエネルギー期待値を多体の波動関数について最小化することで基底状態のエネルギー
Eg.s.が得られることを示しています。2つ目の等号で結ばれた式では、先に括弧内で一体密度 n(r)を
与えるという条件の下で多体の波動関数Ψについて、次いで一体密度 n(r)について、エネルギーを
最小化しています。括弧内の部分E[n(r)]が基底状態のエネルギーを求めるのに必要な多体系の情報
をもったエネルギー密度汎関数（Energy Density Functional: EDF）です。このように、E[n(r)]さ
えわかれば、n(r) について変分することによって基底状態のエネルギーと密度が求められ、HK定理
は原理的にはそのような汎関数が存在することを示しています4。上述の議論により一体密度を基本
自由度に量子多体系を記述するという点が密度汎関数法の特徴です。

2.2 時間依存密度汎関数法の基本原理：Runge-Grossの定理
時間依存密度汎関数法はその名の通り、密度汎関数法の時間依存拡張版です。ここでは講義と同様

に詳細は省きつつ、外場と一体密度および一体流れ密度との一対一対応を与えるRunge-Grossの定
理 [4]の要点を紹介します。
この証明では、多体の時間依存 Schrödinger方程式

ih̄
∂

∂t
Ψ(ri, . . . , rA, t) = ĤΨ(ri, . . . , rA, t) (9)

4多体の波動関数を得るためには多体の Schrödinger方程式 (1)を解く必要があるため、エネルギー密度汎関数 E[n(r)]

を直接計算することは困難であり、また、E[n(r)] の具体的な表式はわからないということに注意してください。「いかに
してより良い汎関数を作るか」が一つの重要な研究テーマとなります。



と一体密度 n(r, t)［(4)式と同様］および一体の流れ密度

j(r, t) =
h̄A

m

∫
dr2 · · ·

∫
drA Im

[
Ψ∗(r, r2, . . . , rA, t)∇Ψ(r, r2, . . . , rA, t)

]
(10)

の表式を用います［(10)式右辺のナブラ演算子は座標rにのみ作用します］。2つの異なる外場 V̂ext(t) =∑
i vext(r̂, t)，V̂ ′

ext(t) =
∑

i v
′
ext(r̂, t)を考え、それらに付随する流れ密度を j(r, t)，j′(r, t)と表すこ

とにします。それぞれの流れ密度の時間微分をとり、(9)式を用いて ∂Ψ/∂t → ĤΨ/ih̄と書き換えて
両者の差をとると、Ĥ と Ĥ ′に共通する T̂ + V̂ の項は打ち消し合うため外場の項のみが残り、(k + 1)

階の時間微分に対して次の関係式を導くことができます：
∂k+1

∂tk+1

[
j(r, t) − j′(r, t)

]
= − 1

m
n(r, t)

∂k

∂tk
∇
[
vext(r, t) − v′ext(r, t)

]
(11)

もし 2つの外場が任意の時間に依存する定数 c(t)以上に異なる場合［vext(r, t) − v′ext(r, t) ̸= c(t)］、
(11)式の右辺が有限の値をとるため、2つの流れ密度 j(r, t)と j′(r, t)の時間微分に差異が生じること
がわかります。すなわち、外場と一体流れ密度 j(r, t)の間に一対一対応があるということです。(11)式
の両辺の発散をとり、連続方程式 ∂tn(r, t) + ∇ · j(r, t) = 0を用いることにより、同様にして外場と
一体密度 n(r, t) の間に一対一対応があることを示すことができます。したがって、時間に依存しない
場合と同様に時間に依存する多体の波動関数も一体密度の汎関数としてΨ[n(r, t)]と表すことができ、
時間依存密度汎関数法では一体密度を基本自由度に量子多体系の実時間発展を記述します。

2.3 （時間依存）Kohn-Sham方程式
2.1節と 2.2節で（時間依存）密度汎関数法の基本原理を説明しました。これらに加え実際の計算で

は、Kohn-Sham機構 [3]と呼ばれる方法を用います。この方法では、Kohn-Sham軌道と呼ばれる一
粒子軌道関数 ϕi(r)を導入し、一体密度を n(r) =

∑
i |ϕi(r)|2と表します。この軌道関数に基づく運動

エネルギーをEkin = − h̄2

2m

∫
ϕ∗
i (r)∇2ϕi(r)drとし、エネルギー密度汎関数をE[n(r)] = Ekin +E [n(r)]

と書き換えます（E [n(r)] ≡ E[n(r)]−Ekin）。このエネルギー密度汎関数を一粒子軌道関数が直交する
という拘束条件の下に ϕ∗

i (r)について変分すると、Kohn-Sham方程式（KS方程式）が導かれます：[
− h̄2

2m
∇2 + vKS [n(r)]

]
ϕi(r) = εiϕi(r) (12)

ここで、vKS [n(r)] ≡ δE [n(r)]/δn はKohn-Shamポテンシャルと呼ばれます。同様にして時間依存密
度汎関数法では、時間依存Kohn-Sham方程式（TDKS方程式）

ih̄
∂ϕi(r, t)

∂t
=

[
− h̄2

2m
∇2 + vKS [n(r, t)]

]
ϕi(r, t) (13)

を解くことになります。KS方程式 (12)を解くことは (8)式の変分計算と等価であるため、原理的に
は多体の Schrödinger方程式の厳密解に等しい基底状態のエネルギーと一体密度を与えます。KS方程
式は、全ての粒子によって構成される一体場 vKS [n(r)]中を独立に運動する粒子を記述する非線形連
立偏微分方程式となっており、自己無撞着な計算によって現実的に解くことが可能です5,6。

5相互作用が接触型［∝ δ(r − r′)］である Skyrme型の有効相互作用 ĤSkyrme を用いた Hartree-Fock（HF）方程式は
KS方程式と同様の形となります。ĤSkyrme のように密度依存項をもった有効相互作用は正式なハミルトニアンではありま
せん。そのため、エネルギー密度汎関数を出発点と捉えた方が自然です。その意味で近年では、密度依存項を含む有効相互
作用を用いた HF法やその時間依存版（TDHF法）を（TD）DFTもしくは（TD）EDF法などと呼ぶことがあります。

6ただし、密度汎関数法の自己束縛系である原子核への適用可能性については、外場が存在しないこと（V̂ext → 0）や物
体固定系において対称性を破った密度を扱う必要があること等、様々な議論があることに注意する必要があります [5]。



図 1: 核物質の状態方程式（左図）と中性子星の質量・半径（右図）の関係。講義 3のスライドより。

3 低エネルギー重イオン反応への応用
講義 2では、時間依存密度汎関数法の低エネルギー重イオン反応への応用について紹介しました。

特に本講義では、未知不安定核の生成を目指した最近の取り組みから、多核子移行反応と準核分裂過
程 [6]および超重元素合成（TDHF+Langevin法 [7]）への応用例を紹介しました。また、最近の進展
から、核子の対相関を取り入れられるように拡張された時間依存密度汎関数法を用いることによって
見出された対相関場のソリトン的励起とその反応ダイナミクスへの影響 [8]や、確率論的平均場理論に
よる量子揺らぎの導入によって生成断面積の定量性が劇的に改善すること [9] について紹介しました。
本講義録はページ数が限られているため、詳細な記述は割愛させていただきます。例えば重イオン多
核子移行反応への応用例については、以前寄稿させていただいた解説記事 [10] もご参照ください。

4 中性子星の物理への応用
4.1 状態方程式と中性子星の構造
講義 3では、（時間依存）密度汎関数法の中性子星の物理への応用例を紹介しました。原子核の記述

に用いたものと同じエネルギー密度汎関数を用い、無限個の核子の多体系（核物質）も記述すること
ができます。例えば、核力で相互作用し合う核子多体系のミクロな情報を反映した状態方程式は、核
物質のエネルギーと数密度の関係を与え、核物質の性質を特徴付けます（図 1 左図）。
状態方程式が与えられれば、Tolman-Oppenheimer-Volkoff（TOV）方程式 [11]

dP (r)

dr
= −GM(r)ρ(r)

r2

(
1 +

P (r)

ρ(r)c2

)(
1 +

4πr3P (r)

M(r)c2

)(
1 − 2GM(r)

rc2

)−1

(14)

を解くことによって（回転していない球形の中性子星の場合）、中性子星というマクロな天体の質量
と半径を得ることができます（図 1 右図）。ここで、rは中性子星の中心からの距離、Gは重力定数、
cは光速、P (r)と ρ(r)はそれぞれ中性子星物質の圧力と質量密度です。M(r)は質量座標と呼ばれ、
半径 rの内側にある全質量を表します：

M(r) =

∫ r

0
4πr′2ρ(r′) dr′ (15)



TOV方程式 (14)右辺の括弧で括られた 3つの部分が一般相対性理論による補正項です。補正項を無
視れば、外向きの圧力と内向きの重力のつり合いを表した式であることが見て取れます。ρ(r)は、静
止質量を含めた、核子とレプトン（電子、µ粒子）の寄与を合わせた質量密度です：

ρ = nnmn + npmp +
εnucl
c2

+
εlept
c2

(16)

ここで、niとmiはそれぞれ粒子 i（= n, p, e, µ）の数密度と質量を表します。εnuclは核子部分のエ
ネルギー密度であり、例えば Skyrme型のエネルギー密度汎関数の場合

ESkyrme =
〈
Φ
∣∣ĤSkyrme

∣∣Φ〉
=

∫
εnucl(r) dr (17)

で与えられるものです7。中性子星物質の圧力はエネルギー密度をε = ρc2とするとP = n2
B∂(ε/nB)/∂nB

= nB∂ε/∂nB − εと表すことができ、核子部分とレプトン部分の寄与に分けることができます（P =

Pnucl + Plept）。核子部分のエネルギー密度 εnuclは、核子（バリオン）の数密度 nB = nn + npの汎関
数として表すことができるので、その汎関数微分を計算することで、圧力の核子部分 Pnuclの解析的
な表式を得ることができます。εleptはレプトン部分のエネルギー密度で、相対論的フェルミ気体とし
て扱います：

εlept =
∑
l=e,µ

∫ p
F,l

0

4πp2dp

(2π)3

√
m2

l c
4 + p2c2 =

∑
l=e,µ

m4
l c

5

32π2h̄3
[
sinh(4θF,l) − 4θF,l

]
(18)

ただし、電子（l = e）と µ粒子（l = µ）の化学ポテンシャルを µl、フェルミ運動量を pF,l として、
µl =

√
m2

l c
4 + p2F,lc

2 = mlc
2 cosh θF,lという関係が成り立ちます。中性子、陽子、電子、µ粒子の割

合は、β平衡の条件
µn = µp + µe, µe = µµ (19)

および電荷中性の条件
np = ne + nµ (20)

を満足するように決められます。これらの条件のため、陽子と電子の割合はバリオン数密度 nBに依存
します。そのため、レプトン部分のエネルギー密度 εlept はバリオン数密度 nBに陰に依存しており、
圧力のレプトン部分 Pleptは数値的に計算する必要があります。

TOV方程式は単なる一階の微分方程式なので、例えば 4次のルンゲクッタ法を用いて、初期条件
（中心圧力もしくは中心密度）から出発して圧力がゼロになるまで外側に向かって解き進めることで、
中性子星の半径R［P (R) = 0］と質量M(R)を得ることができます。一見簡単なように見えるのです
が、実際に手を動かしてみると一筋縄ではいきません。TOV方程式には、ミクロなスケールの物理
量（エネルギー密度 [MeV]、圧力 [MeV fm−3]等）とマクロなスケールの物理量（半径 [km]、太陽質
量 [≃ 2 × 1030 kg]等）が混在しており、次元を意識しながら計算コードを書く良い練習になります。
上述の情報を用いることによって、TOV方程式を解く計算コードを作成することができるはずです。
まだ解いたことがない大学院生の方は、是非挑戦してみてください8。

7例えば文献 [12]の (3.18)式に E/A = εnucl/nB の具体的な表式があります。Skyrme型の有効相互作用を用いたハミ
ルトニアン ĤSkyrme で表していますが、密度汎関数法の立場では対応するハミルトニアンが存在する必要はありません。

8より正確な記述を目指した場合、中性子星内殻（Inner crust）および外殻（Outer crust）の状態方程式（例えば文献
[13]を参照）も考慮する必要があります。ウェブページ [14]でより詳しく解説していますので、適宜参考にしてください。



図 2: 本講義のまとめ。講義 3のスライドより。

4.2 中性子星内殻における量子渦と原子核のダイナミクス
講義 3の後半には、パルサーグリッチと呼ばれる、中性子星の回転速度が急に変化する現象につい

て解説しました。回転する超流動体内部には、回転の角速度に応じた数の量子渦が生成されることが
知られています。一方で、中性子星内殻には超流動中性子が存在しており、中性子星は回転している
ため、中性子星内部には大量の量子渦が存在していると考えられます。もし量子渦がなんらかの形で
クラストの結晶構造にとらわれて動けなくなった場合（ピン留め）、内殻の超流動成分に量子渦とい
う形で角運動量が蓄えられることになります。グリッチの起源を説明する有力な仮説の一つとして、
大量の量子渦が雪崩的にピン外れを起こすことによって生じる、超流動成分に蓄えられていた角運動
量のクラストへの移行としてグリッチを説明する説 [15]が知られていますが、依然として明確な理解
は得られていません。パルサーグリッチ現象は、中性子星内殻におけるミクロな（∼10 fm）量子渦
のダイナミクスがマクロな（∼10 km）天体現象に影響を与え得るという点で、大変興味深い現象で
す。講義では、私たちの最近の取り組みの一つとして、グリッチ現象を理解するための鍵を握る、超
流動中性子の海に浸された中性子過剰核と超流動中性子の量子渦の間の相互作用の時間依存密度汎関
数法を用いた研究 [16]を紹介しました。私たちの数値計算の結果は、少なくとも 2つの中性子数密度
（nn = 0.014，0.031 fm−3）において、渦・原子核間相互作用が斥力的であり、グリッチを記述する巨
視的模型の文献等で使われている強さよりも 1-2桁大きい可能性を示唆しており、ピン留め機構やグ
リッチの起源についてのさらなる研究が求められます。こちらの研究の詳細については、日本物理学
会誌に解説記事を寄稿させていただく予定ですので、ご興味のある方はそちらをご参照ください。

5 まとめ
本講義では、時間依存密度汎関数法による核子多体系のダイナミクスの研究について紹介しました。

有限核・原子核反応から始まり、核物質・中性子星へと話を進めつつ、核子の超流動性に関連した核
反応におけるソリトン的励起 [8]や中性子星内殻における量子渦 [16]の話題を含めることで、原子核
物理学の多様で学際的な性質を伝えるよう努めました。図 2は講義の最後に示したまとめのスライド
です。RIBFが牽引してきた近年の不安定核物理学を、“有限核の惑星”における未開の地へ、そして
その先に広がる中性子星等の高密度天体への冒険として表現しています。



私事で恐縮ですが、私は 2021年 4月に東京工業大学 理学院物理学系に准教授として着任し、新し
い原子核理論研究室を立ち上げました。本研究室では、卒業研究の一環として数値計算の実習を行っ
ています。TOV方程式の解法や計算コードも公開していますので参考にしてください [14]。
本稿および本講義が後進の若手研究者に参考にしていただけることがあれば幸いです。9
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